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An electron is an elementary particle which carries electric charge and an intrinsic magnetic moment related to its spin angular momentum. Due to Coulomb interactions, electrons in vacuum are repulsive to each other. However, in some metals, the net force between electrons can become attractive to each other due to the lattice vibrations. When the temperature of the metal is low enough, lower than some critical temperature Tc, electrons with opposite momenta and opposite spins can form pairs called Cooper pairs. By forming Cooper pairs, each electron reduces its energy by  compared to a freely propagating electron which has energy , where  is the momentum and  is the mass of an electron. The Cooper pairs can flow without resistance and the metal becomes a superconductor.




الإلكترون هو جسيم أولي يحمل شحنة كهربية وعزم مغناطيسي جوهري مرتبط بعزم دوران الغزل له. تتنافر الإلكترونات مع بعضها في الفراغ وذلك حسب تفاعلات كولوم. على كل حال فإن القوة المحصلة على الإلكترونات قد تجعلها تتجاذب مع بعضها في بعض المعادن وذلك نتيجة لاهتزازات الشبكة (lattice). عندما تكون درجة حرارة المعدن منخفضة بشكل ملائم، وذلك أقل من درجة حرارة حرجة Tc، فإن الالكترونات ذات الزخم المتعاكس والغزل المتعاكس تشكل ازواجاً تدعى أزواج كوبر(Cooper). وعند تشكيل أزواج كوبر فإن كل إلكترون يخفض طاقته بـ مقارنة بإلكترون حر متحرك و الذي يمتلك طاقة حيث أن هو الزخم و هو كتلة الإلكترون. ويمكن لأزوج كوبر أن تنساب بدون مقاومة وبذلك يصبح المعدن فائق الموصلية.

However, even at temperatures lower than Tc, superconductivity can be destroyed if the superconductor is under the influence of an external magnetic field. In this problem, you are going to work out how Cooper pairs can be destroyed by external magnetic fields through two effects. 
على كل حال، فإنه حتى لدرجات حرارة أقل من Tc، فإن الموصلية الفائقة ستتعطل إذا وضعت المادة فائقة الموصلية تحت تأثير مجال مغناطيسي خارجي. في هذه المسألة ستقوم بتحليل كيفية تعطل أزواج كوبر بمجال مغناطيسي خارجي وذلك من خلال تأثيرين.

The first is called the paramagnetic effect, in which all the electrons can lower their energy by aligning the electron magnetic moments parallel to the magnetic field instead of forming Cooper pairs with opposite spins. 
الأول يدعى التأثير البارامغناطيسي، وفيه تقوم جميع الالكترونات بخفض طاقتها بجعل العزوم المغناطيسية لها جميعاً موازية للمجال المغناطيسي بدلاً من تكوين أزواج كوبر بغزل متعاكس.


The second is called the diamagnetic effect, in which increasing the magnetic field will change the orbital motion of the Cooper pairs and increase their energy. When the applied magnetic field is stronger than a critical value Bc, this increase in energy becomes higher than . As a result, the electrons do not prefer forming Cooper pairs.

الثاني يسمى التأثير الديامغناطيسي، فإن زيادة المجال المغناطيسي ستغير الحركة الدورانية لأزواج كوبر وتزيد من طاقتها. وعندما تكون شدة المجال المغناطيسي أكبر من قيمة حرجة Bcفإن هذه الزيادة في الطاقة يصبح أكبر من . ونتيجة لذلك فإن الالكترونات لا تفضل إنشاء أزواج كوبر.

Recently, a type of superconductor called Ising superconductors was discovered. These superconductors can survive even when the applied magnetic field is as strong as 60 Tesla, comparable to the largest magnetic fields which can be created in laboratories. You will work out why Ising superconductors can overcome both the paramagnetic and the diamagnetic effects of the magnetic fields.
حديثاً، تم اكتشاف نوع جديد من فائقات الموصلية يدعى هذا النوع بفائق الموصلية ايسنغ(Ising)، ويمكن لهذه الموصلات الفائقة البقاء حتى إذا تعرضت لمجال مغناطيسي بقوة  60 تسلا، مقارنة بأكبر مجال مغناطيسي يمكن انتاجه في المختبر. ستقوم بدراسة سبب أن الموصلات الفائقة من ايسنغ تتجاوز كل التأثيرات البارامغناطيسية و الدايامغناطيسية للمجالات المغناطيسية.


	

	A.
	An Electron in a Magnetic Field
إلكترون في مجال مغناطيسي
Let us consider a ring with radius r, charge -e, mass m.  The mass and the charge density around the ring are uniform (as shown in Figure 1).
دعنا نفترض أن هناك حلقة بنصف قطر r، وشحنة –e، وكتلة m. الكتلة و كثافة الشحنة حول الحلقة منتظمتان (كما في الشكل1).

[image: figure1]
Figure 1

	

	A1
	

What is the angular momentum (magnitude and direction)  of this ring if the ring is rotating with angular velocity?


ما هو الزخم الزاوي( مقداراً و اتجاهاً) لتلك الحلقة إذا كانت الحلقة تدور بسرعة زاوية؟
	2 points

	A2
	


The magnitude of the magnetic moment is defined as , where I is the current and A is the area of the ring. What is the relationship between the magnetic moment  and the angular momentum of the ring?



نعرّف مقدار العزم المغناطيسي ، حيث أن I هو التيار و A هي مساحة الحلقة. ماهي العلاقة بين العزم المغناطيسي  و الزخم الزاوي للحلقة؟
	2 points

	



	
Suppose the normal direction of the ring is  and it makes an angle θ with the applied magnetic field as shown in Figure 2.

افرض أن الاتجاه العمودي على الحلقة هو  و أنه يصنع زاوية θ مع المجال المغناطيسي المطبق كما في الشكل 2.
	

	[bookmark: _GoBack]A3
	For the ring described in Part (A1), what is the potential energy U for this system if the ring is placed in a uniform magnetic field Bz pointing to the z-direction? You should assume the potential energy to be zero when θ = π/2.
كم تكون طاقة الوضع U لهذا النظام المكون من الحلقة في المجال المغنطيسي  Bz(المتجه باتجاه محور z) وذلك للحلقة الموصوفة في الجزء (A1). افرض أن طاقة الوضع تكون صفراً عندما θ = π/2.
[image: figure2_new]
Figure 2

	2 points
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	A4
	

An electron carries an intrinsic angular momentum, which is called spin. We know that the magnitude of spin in a particular direction is , where  and  is the Planck’s constant.
What are the values of the potential energy  Uup and Udown for electrons with spins parallel and anti-parallel with the applied magnetic field respectively?

Please express your results in terms of the Bohr magneton  and the magnetic field strength B.


يمتلك الإلكترون زخم زاوي جوهري ويدعى هذا العزم بالغزل. نعلم أن الغزل في اتجاه معين هو حيث أن   و هي ثابت بلانك.
ما هي قيم طاقة الوضع Uup و Udown للإلكترون ذات الغزل الموازي و المعاكس للمجال المغناطيسي المطبق على التوالي؟

الرجاء عبر عن نتيجتك بدلالة مغنطيون بور  و شدة المجال المغناطيسي B.
	1 point

	A5
	





According to quantum mechanics, the potential energy  and are twice the values Uup and Udown found in Part (A4). Assuming that the applied magnetic field is 1 Tesla. What is the potential energy  and  for an electron with spin parallel and anti-parallel to the applied magnetic field respectively? In the rest of this question, you should use the expressions  and for your calculations.




بالاعتماد على ميكانيكا الكم، طاقة الوضعو هما ضعفي القيم Uup و Udown التي تم إيجادها في الجزء(A4). بفرض أن المجال المغناطيسي المطبق هو 1 تسلا. ما هي طاقة الوضع و لإلكترون ذي غزل موازي و غزل معاكس للمجال المغناطيسي المطبق على التوالي؟


فيما تبقى من هذا السؤال استعمل و  للحسابات.
	1 point

	
	

	

	B.
	Paramagnetic effect of the magnetic field on Cooper pairs
B. التأثير البارامغناطيسي للمجال المغناطيسي على أزواج كوبر
In the question below, we consider the paramagnetic effect of an external magnetic field on Cooper pairs (as shown in Figure 3). 


Theoretical studies show that in superconductors, two electrons with opposite spins can form Cooper pairs so that the whole system saves energy. The energy of the Cooper pair can be expressed as , where the first two terms denote the kinetic energy of the Cooper pair and the last term is the energy saved for the electrons to form a Cooper pair. Here,  is a positive constant.
في الجزء التالي سندرس التأثير البارامغناطيسي لمجال مغناطيسي خارجي على أزواج كوبر(كما في الشكل 3).


الدراسات النظرية تشير أن في فائقات الموصلية، يشكل زوج من الإلكترونات ذات غزل متعاكس أزواج كوبر وبذلك فإن النظام بشكل كلي يوفر الطاقة. ويمكن التعبير عن الطاقة لزوج كوبر بـ حيث يشير الحدان الأولان إلى طاقة حركة زوج كوبر والحد الأخير إلى الطاقة التي يتم توفيرها عند تشكيل الإلكترونات لزوج كوبر. وتكون هنا ثابت موجب.


[image: figure3]
Figure 3
	

	
B1
	

Assuming that the effect of the external magnetic field is only on the spin of the electrons but not on the orbital motion of the electrons. What is the energy  of the Cooper pair under a uniform magnetic field ? Recall that the electrons which form a Cooper pair must have opposite spins.


على فرض أن تأثير المجال المغناطيسي الخارجي يكون محصوراً على غزل الإلكترونات وليس على حركتها الدورانية. ما هي الطاقة لزوج كوبر في مجال مغناطيسي منتظم؟ تذكر أن الإلكترونات في زوج كوبر لها غزل متعاكس.
	1 point

	B2
	



In the normal state (non-superconducting state), electrons do not form Cooper pairs. What is the lowest energy  for the two electrons under a uniform in-plane magnetic field  pointing to the x-direction? Please use the  and  defined in Part (A5) in your calculations and ignore the effects of the magnetic field on the orbital motions of the electrons.




في الحالة العادية (حالة عدم الموصلية الفائقة)، لا تقوم الإلكترونات بتشكيل أزواج كوبر. ما هي أقل طاقة  لإلكترونين تحت تأثير مجال مغناطيسي منتظم يتجه إلى داخل المستوى  ويشير إلى اتجاه x ؟ استخدم  و  المعرفة في الجزء (A5)  في حساباتك و اهمل تأثيرات المجال المغناطيسي على الحركة الدورانية للإلكترونات.
	1 point

	B3
	

At zero temperature, a system will favor a state with the lowest energy. What is the critical value  such that for such that superconductivity will disappear?


عند درجة حرارة صفر، يسعى النظام إلى حالة أقل طاقة. ما هي القيمية الحرجة  بحيث أنه عندما تكون  فسوف تختفي الموصلية الفائقة.
	1 point
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	C.
	Diamagnetic effect of the magnetic field on Cooper pairs
C. التأثير الدايامغناطيسي للمجال المغناطيسي على أزواج كوبر
In the question below, we are going to ignore the effect of magnetic field on the spins of the electrons and consider the effect of external magnetic field on the orbital motion of the Cooper pairs.
في الجزء التالي، سنقوم بإهمال تأثير المجال المغناطيسي على غزل الإلكترونات و ندرس تأثير المجال المغناطيسي الخارجي على الحركة الدورانية لأزواج كوبر.
At zero temperature, the energy difference between the superconducting state and the normal state for a superconductor in a magnetic field  can be written as

عند درجة حرارة صفر، يكون فرق الطاقة بين الحالة العادية و الحالة الفائقة التوصيل لفائق الموصلية تحت تأثير المجال المغناطيسي  معطى بالعلاقة






Here  is a function of position  and independent of y. denotes the probability of finding a Cooper pair near x. Here, is a constant and it is related to the energy saved by forming Cooper pairs. The second and the third terms in are related to the kinetic energy of the Cooper pairs taking into account the effect of the magnetic field.




وتكون  هي دالة للموقع  و لا تعتمد على y.  تمثل احتمالية وجود زوج كوبر بالقرب من x. وهنا تكون  ثابت مرتبط بالطاقة التي يتم توفيرها من تكوين زوج كوبر. يرتبط الحدان الثاني والثالث في   بطاقة الحركة لأزواج كوبر عند أخذ تأثير المجال المغناطيسي بالحسبان.




At zero temperature, the system prefers to minimize its energy . In this case,  takes the form , with .


عند درجة حرارة صفر، يميل النظام إلى خفض طاقته لأقل ما يمكن. في هذه الحالة تأخذ الشكل:


 حيث 
	

	C1
	



Find  in terms of , , and .




جد  بدلالة ، و .
The following integrals may be useful:
التكاملات التالية قد تكون مفيدة:



,         .
Here a is a constant.
و a هنا ثابت.
	3 points

	C2
	
Work out the critical value of  in terms of , at which the superconducting state is no longer energetically favorable.

جد القيمة الحرجة لـ  بدلالة  التي يصبح عندها فائق الموصلية في حالة عدم حصول الطاقة المفضلة.
	2 points
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	D
	Ising Superconductors
D. موصلات ايسنغ الفائقة




In materials with spin-orbit coupling (spin-spin couplings can be ignored), an electron with momentum  experiences an internal magnetic field . On the other hand, an electron with momentum  experiences an opposite magnetic field . These internal magnetic fields act on the spins of the electrons only as shown in Figure 4. Superconductors with this kind of internal magnetic fields are called Ising superconductors.




في المواد ذات الأزواج بين الغزل والمدار( يمكن اهمال الازدواج بين غزل إلكترون و غزل إلكترون أخر)، ينتج زخم الإلكترون مجالاً مغناطيسياً داخلياً. وعل النقيض، فإن الإلكترون ذي زخم  سينتج مجال مغناطيسي بالاتجاه المعاكس. وتؤثر هذه المجالات الداخلية على غزل الإلكترونات فقط كما يتضح بالشكل 4. وهذا النوع من المواد فائقة الموصلية ذات المجالات المغناطيسية الداخلية تسمى موصلات ايسنغ الفائقة.

	

	
	[image: ]
	

	
	



Figure 4: Two electrons form a Cooper pair. Electron 1 with momentum  experiences internal magnetic field but electron 2 with momentum  experiences an opposite magnetic field . The internal magnetic fields are denoted in dashed arrows.




الشكل 4: إلكترونين من أزواج كوبر. الإلكترون1 بزخم  ينتج مجال مغناطيسي داخلي  بينما الإلكترون2 بزخم  ينتج مجال مغناطيسي معاكس. المجالات المغناطيسية الداخلية ممثلة باسهم مقطعة.
	

	D1
	
Then what is the energy  for a Cooper pair in an Ising superconductor?

ما هي الطاقة  لزوج كوبر في موصل ايسنغ الفائق؟
	1 point

	D2
	
In the normal state of the material with spin orbit coupling, what is the energy  for the two electrons under a uniform in-plane magnetic field ? (Here the internal magnetic fields still exist and perpendicular to . You should also ignore the effects of the in-plane magnetic field on the orbital motions of the Cooper pairs.)

في الحالة العادية للمادة مع ازدواجية الغزل والمدار، ما هي الطاقة للإلكترونين تحت تأثير المجال المغناطيسي المنتظم الداخل إلى المستوى؟ (تكون المجالات المغناطيسية الداخلية موجودة وعمودية على . يجب أن تهمل تأثيرات المجال المغناطيسي الداخل إلى المستوى على الحركة المدارية لأزواج كوبر.)
	2 points

	D3
	

What is the critical valuesuch that for , ?


ما هي القيمة الحرجة لـ بحيث أنه عندما ، فإن ؟
	1 point
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